Fjemplos de analisis de
algoritmos

Abraham Sanchez Lopez
Grupo MOVIS
FCC/BUAP



Preguntas 1

¢,Cual es la recurrencia para el peor de los casos de Quicksort y cual es la
complejidad del tiempo en el peor de los casos?

a Larecurrenciaes T(n) = T(n — 2) + 0(n) y la complejidad del tiempo es O(n?).

b. LarecurrenciaesT(n) =T(n— 1)+ 0(n) yla complejidad del tiempo es O(n2).

.. Larecurrenciaes T(n) = 2T(n/2) + 0(n) y la complejidad del tiempo es O(n log n).

d. La recurrencia es T(n) = T(n/10) + T(9n/10) + O(n) y la complejidad del tiempo es
O(n log n).

Supongamos que tenemos un algoritmo O(n) que encuentra la media de un
arreglo desordenado. Ahora considera una implementacion de Quicksort,
donde primero encontramos la media con el algoritmo anterior, luego
usamos la media como pivote. ¢ Cual sera la complejidad del peor caso de
este Quicksort modificado?

a O(n?logn)

b.  O(n?)

c. O(nlognlogn)
d.  O(nlogn)
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Preguntas 11

¢,Cual de las siguientes afirmaciones no es cierta sobre los algoritmos de
ordenamiento basados en comparacion?

a. La complejidad minima de tiempo posible de un algoritmo de ordenamiento basado en
comparacion es O(n log n) para un arreglo de entrada aleatoria.

b. Cualquier algoritmo de ordenamiento basado en comparacion se puede implementar
de forma estable utilizando la posicion como un criterio cuando se comparan dos
elementos.

. La ordenacion por conteo (counting sort) no es un algoritmo de ordenamiento basado
en comparacion.

d¢. El heap sort no es un algoritmo de ordenamiento basado en comparacion.
Cual es el tiempo de complejidad de fun()?

a. @(n)

. ©(n2) int fun(int n)

| {

... ©(n log n) int count = 8;

. ©O(nlognlogn) for (int 1 = @; 1 < n; 1++)

for (int j = 1i; 7 > 8; j--)
count = count + 1;
return count;

¥
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Preguntas 111

Cual es la complejidad en tiempo de la siguiente funcion?

e;

a. ()(n) void fun(int n, int arr[])
b.  O(n?) {
. O(nlogn) (s 1 <

¢ O(n (log n)?)

j++;

for(; 1 < n; ++1)
while(j < n && arr[i] < arr[3]])

En una competencia, se observan cuatro funciones diferentes. Todas las
funciones usan un solo ciclo for y dentro del ciclo for, se ejecutan el mismo
conjunto de declaraciones. Considera los siguientes ciclos for:

Si n es el tamafo de la entrada (positiva), ¢ qué funcion es mas eficiente (si

la tarea a realizar no es un problema)?

: :; A) for(i
. C B) for(i
. D C) for(i

D) for(i
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Preguntas 1V

¢, Qué significa cuando decimos que un algoritmo X es asintoticamente mas
eficiente que Y?
a. X sera una mejor opcion para todas las entradas.

b. X sera una mejor opcion para todas las entradas, excepto posiblemente pequefias
entradas.

c. X serd una mejor opcidn para todas las entradas, excepto posiblemente entradas
grandes.

d. Y sera una mejor opcion para pequefas entradas.
En la siguiente funcion, sea n > m. ¢Cuantas llamadas recursivas se hacen
por esta funcion?

a. ©(log n)

b.  Q(n) . 4

c. ©(log log n) int ged(n,m)

a.  OKHMn) if (n%m ==8) return m;
n = ni%m;
return gcd(m, n);

}
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Ejemplo 1, I

Que valor devuelve la siguiente funcion? Proporcionar la respuesta como
funcion en términos de n y calcular su complejidad.
function valor(n : int) return r : int
var i, j, ki int
r=0
for i=1ton-1
for j=i+1ton

for k=1t0]j
r=r+1
end
end
end

Si escribimos las sumas sucesiva que realizan los tres ciclos anidados,
como férmula matematica, obtenemos:

DI

i=1 j=i+l k=1
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Ejemplo 1, II

Para conocer el valor explicito de estas sumas en funcion de n, se procede
desde la sumatoria mas interna, simplificando paso a paso cada una de las

tres sumas.
Primeramente, j21+121+ 1= 2y esobvio que:

1=}

M_.

=~

=1
A continuacion, dadoque 1 <i<n-1,elrangodejentrei+ 1y nnoes
vacio, y si recordamos la féormula de la sumatoria

5 k(k+D)

v L G n(n+D) i+

22 1=2 0= i-2i= > >
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Ejemplo 1, 111

Y finalmente, recordemos otra de las formulas de las sumatorias:

< K(k+1)(2K +1)
ZI o 6

Para poder calcular, n = 2

777 y(n(n+1) |(i;rl)j (_l)n(n+1) nil(Hl)

i=1l j=i+1 k=1

n-1
| =
i=1

1
2
:(n—l)n(n+1)_E(n—l)n(Zn—l)_E(n—l)n (n— 1)n( +1_2n—1_£j:

_(n- 1)n(n+l) 1Z(| i) = (n— 1)n(n+1)_li
23

2 2 6 2 2 2 6 2
~(n=-Dn4(n+1) (-Yn(n+1) n(n®-1) o)
2 6 3 - |
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Ejemplo 1, IV

Obtener O y (2 para el algoritmo de la multiplicacion de matrices
cuadradas.

fori=1ton
forj=1ton
suma=0
fork=1ton
suma=suma-+ali,k]b[k,j]
end
c[i,j]=suma
end
end

Podemos observar que siempre se ejecutan las mismas instrucciones,
independientemente de la entrada = O(f) = Q2 (f) = &Xf).
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Ejemplo 2, 11

el
cl+i(c2+§(c3+c4n)j:

n
¢, + . (C, +en+c,n?)=c, +cn+cn’ +c,n’

t e ®(n°)
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Ejemplo 3

Dado el siguiente codigo:
cont=0
fori=1ton
forj=1toi-1 n_ il n i1 n2_n

it afi] < al]] t(n):ZZE:Z =

cont=cont+1 i=1 j= i=2

endif t(n) E ®(n2)

endfor
endfor

Calcular el orden exacto del numero promedio de veces gue se ejecuta
la instruccion cont=cont+1.

Como los valores del arreglo a no se modifican a lo largo de la
ejecucion del programa, se puede considerar que estos valore estan
uniformemente distribuidos, y que en cada comparacion, Ila
probabilidad de que sea verdad es de %5.
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Ejemplo 4, 1

Obtener O, Q y ® del siguiente algoritmo.
I=0
a[n+1]=x
repeat
I=i+1
until afi]=x

Las dos primeras asignhaciones se ejecutan siempre, también se
ejecuta siempre una vez el cuerpo del ciclo y la comprobacion final.

En el mejor caso (que es cuando a[l]=x) se ejecutan 4 instrucciones
gue consideramos elementales.

En el peor caso (cuando x no esta en el arreglo), tanto el cuerpo del
ciclo como la comprobacion se ejecutan n+l1 veces, por lo que se
ejecutan 2n+4 instrucciones.

En el caso promedio, si consideramos que x esta en el arreglo con
probabilidad p( y por lo tanto que no esta con probabilidad 1-p).
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Ejemplo 4, 11

Si suponemos que x esta en cualquiera de los n lugares del arreglo,
tendremos una probabilidad de p/n de que esté en el lugar i con i entre
1yn.

Si esta en el lugar i, el nUmero de operaciones seria 2i+2 y por lo tanto,
tendriamos que el nimero promedio de operaciones e€s:

Zn:(%(2+2i)j+(4+2n)(1— 0) =
(E%+ np+(4+2n)(1-p)=
3p+nNp+4+2n—-4p—-2np =
2n+4—-(n+1)p
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Ejemplo 5, 1

Calcular el tiempo de ejecucion y el orden exacto del siguiente

algoritmo:

p=0

fori=1ton
p=p+i*i
forj=1top

escribir(alp,j])

endfor

endfor

Seria interesante revisar como varian las variables i, j y p.
Coni=1, p=1,jvariaentre 1y 1
Con i=2, p=1+22, jvaria entre 1y 1+22

Con i=3, jvariaentre 1y 1+22+32

En general, para un cierto i, j varia entre 1 y 1+22+32 +. . +i?
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Ejemplo 5, 11

Si suponemos que todas las operaciones elementales consumen un
tiempo unitario.

j toma el valor 1 n veces, los siguientes valores, del 2 al 1+2?, n-1

veces, los siguientes valores n-2 veces, ...
De esta manera, el nUmero de operaciones elementales seria:

n+(N-1)2°+(n-2)3° +...+(n—(n-1))n* =

(n—i)(i+1)% = ni(i +1)2 =Y i(i+1)? =

=0

n-1

i1=0

~ njo” (i2 + 2i +)di —jo” (i® +2i% +i)di =

12 3 " 2 El orden exacto es @(n*)
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Solucion ecuacion de recurrencia

Consideremos la siguiente ecuacion en recurrencia:
t(n) — 3t(n-1) — 4t(n-2) =0

cuando n > 2, con condiciones iniciales t(0) =0y t(1) = 1.
La ecuacion caracteristica es x> — 3x — 4 = 0, que tiene las soluciones -1y 4, por
lo que tenemos:

t(n) = cy(-1)" +c, 4"
Considerando las condiciones iniciales:

c,+¢c,=0
-c,+4c,=1

Donde ¢, = -1/5y ¢, = 1/5, para que finalmente la solucion sea

t(n) = 1/5(4" — (-1)"
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Fjemplo de ecuacion en recurrencia, I

1 n=1
T(n)=
2T(n=1)+2n-1 n>2

Resolver

T(nN)=2T(n-1)+2n-1=2(2T(n—-2)+2(n-1)-1) +2n-1
=2°T(n-2)+2"(n-1)-2+2n-1
=2°2T(n=3)+2(n-2)-1D)+2"(n-1)-2+2n-1
=2°T(n-3)+2°(n-2)-2°(n-1)-2+2n-1
=2°2T(n-4)+2(n-3)-1)+2°(n-2)-2°+2°(n-D)-2+2n-1
=2'T(n-4)+2*(n-3)-2°+2°(n-2)-2°+2°(n-1)-2+2n-1
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FEjemplo de ecuacion en recurrencia, 11

3 3
=2'T(n-4)+> 2" (n-j)-> 2
j=0 j=0

i -1 -1
Ol i)+ S 2 (- ) -3 2
j=0 j=0
_ i-1 i—1 _
=2'T(n-i)+(2n-1)> 2! -2% j2!
j=0 j=0
El caso base escuandon-i=1,=i=n-1

n-2 n-2 _
T(n)y=2""+(@2n-1)> 2'-2> j2!
j=0 j=0

Se pueden resolver las dos sumatorias, con la féormula telescoépica.

(C) A. Sanchez L. 2021 18



Fjemplo de ecuacion en recurrencia, 11

n-2 _

l\)

n—

i ="t _1 j2i = (n—3)2" 42

]
T(n) =2 +(2n=1)(2"* —1) - 2((n—3)2"* + 2)
=(1+2n-1-2n+6)2""'-(2n-1)-4
=3.-2"-2n-3

J=0

I
o

T(n) e ©(2")
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Fijemplo 2 de ec. en recurrencia, I

Resolver
T(n) =4T(n/2)+n?, sin>4, n potenciade 2
TW)=1yT(2)=8
n=2(k =logn)
= T(2°)=4T (2 ")+ 2%

Sea

tk — T (2k )’

tk - 4tk—l T 4k’ tk _ 4tk—1 — 4k ec. no homogénea, su ec.
t, = C14k + C2k4k caracteristica es:

— 2 —
T(2)=c,4" +c k4" =c, 2% +c,k2* (x=4)"=0

(C) A. Sanchez L. 2021
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Fjemplo 2 de ec. en recurrencia, 11

Como ‘
n=2",

= T(n) =¢,n* +c,n’ logn

Se debe resolver el sistema de ecuaciones, utilizando los valores base
de la ecuacion en recurrencia, para encontrar los valores de c, y C,.

¢, (1)’ +c,(1)’logl=1|c =1
¢,(2)° +¢c,(2)°log2 = 8} c, =1
T(n)=n*+n"logn

T(n) € ®(n* logn)
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Ejemplo 0, 1

Calcular el orden exacto de la siguiente funcion:
funcionl(n:integer):integer
Inicio
if n=1
return 1
else
return (2*funcionl(n-1)+1)
end
Fin
En el caso base, n=1 se ejecuta la comprobacion del if y el return. Por
lo que el tiempo es constante, lo llamamos a.

Cuando no estamos en el caso base, se hace una llamada con n-1 vy el
resto de las operaciones toman un tiempo constante b.

La ecuacion en recurrencia seria;:
a sin=1
t(n) = .
b+t(n-1) sin>1
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Ejemplo 6, 11

Es necesario resolver la ecuacidbn en recurrencia, en este caso
utilizamos el método iterativo:

t(n) =b+t(n—1) =2b+t(n—2) =...=ib+t(n—i)
Paraelcasobase, n—i1=1=1=n-1
s t(n)=(nh—-Db+a=bn+a->b

Por lo tanto

t(n) € O(n)
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Ejemplo 7, 1

¢Cuantas multiplicaciones realizan los siguientes algoritmos para calcular el
factorial?
a) function Factoriall(x:nat): f:nat  b) function Factorial2(x:nat):f:nat

var Inicio

y:nat if x <1 entonces f=1
Inicio else f=x*Factorial2(x-1)

y=x; f=1; fin

Whiley > 1do

f=f*y; y=y-1;

fin

Fin

En el caso iterativo, el algoritmo realiza una multiplicacion (f*y) en cada
iteracion del ciclo, el niamero total de multiplicaciones (en cualquier caso)
coincide con el niumero de pasadas por el ciclo.

La variable y decrece en uno en cada pasada, inicia valiendo x y termina en 1.
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Ejemplo 7, 11

Por lo tanto, el nimero total de multiplicaciones coincide con x-1, donde x es el
nimero cuyo factorial que se desea calcular.

En el caso recursivo, tenemos que plantear una recurrencia M(x) gue representa
el nimero de multiplicaciones.

Consideremos M(x) el namero de multiplicaciones que realiza el algoritmo
Factorial2 cuando se llama con el argumento X.

En el caso base, cuando x <1, no se realiza ninguna multiplicacion, por lo tanto
M(x)=0.

En el caso recursivo, se hace una llamada recursiva con argumento Xx-1 vy
después una multiplicacion mas, por lo tanto, para x > 1, M(x) = M(x-1) + 1.

Es decir:
0 x <1
M(x)_{M(x—1)+1 x>1
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Ejemplo 7, 111

(1)
(2)
(3)
(D)

Aplicando el método iterativo:

Mx)=M(kx—-1)+1
= M(x—2)+1+1=M(x—2)+2

=Mx-3)+1+2=M(x—-3)+3
=M(x—19)+i

x—1) =MQD)+x-1=x-1

Por lo tanto, el algoritmo recursivo realiza exactamente el mismo nimero de
multiplicaciones que la version iterativa.
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