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Introduccion, 1

Cuando se analiza la complejidad de un algoritmo recursivo, es
frecuente que aparezcan funciones de costo también recursivas,
llamadas recurrencias.

En estas se separa el costo del caso base del costo del caso recursivo,
y en este Ultimo se hace uso de la misma funcion para representar el
costo de la llamada recursiva.

Ejemplo:

K, n=0

T =11 D +k n>0

Podemos conocer el orden de complejidad de T(n) calculando una
formula explicita (en funcion de n) suya mediante sucesivas iteraciones
(despliegues).

Primero se sustituye T por la parte derecha de la ecuacion tantas veces
como sea hecesario hasta encontrar una formula que dependa del
numero de iteraciones (o llamadas recursivas) I.
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Introduccion, 11

Después se obtiene el valor de | que hace que T desaparezca (caso
base), y en la formula sustituimos i por ese valor, obteniendo la formula
explicita T* (que solo depende de n).

Dependiendo de la dificultad del proceso , puede hacerse mediante
una demostracion de que efectivamente T = T*; en ese caso, el orden
de complejidad de T y T* coinciden.

Cuando la descomposicion recursiva se obtiene restando una cantidad
constante (es decir, el tamafo decrece en una cantidad constante), el
caso basico tiene costo constante, y la preparacion de las llamadas y la
combinacion de los resultados tiene costo polindbmico, entonces la
recurrencia es de la forma:

K, 0<n<b
aT(n—b)+kn“ nx>b

donde a es el nUmero de llamadas recursivas.

Si en vez de una solucion exacta estamos interesados solamente en su
costo, podemos aplicar el teorema de la resta, que nos dice:

T(n)=
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Introduccion, 111

O(n“") sia=1

T(n)e . _

{@(a” Wby sia>1

Cuando la descomposicion se obtiene dividiendo por una cantidad
constante b > 2, tenemos recurrencias de la forma

K, si0<n<b
T(n)= ¢
aT(n/b)+kn sin>D

Como el argumento de T es un numero natural, la division por b
solamente tiene sentido cuando n es multiplo de b (y debido a las
sucesivas llamadas, cuando n es potencia de b), por lo que en general
habria que utilizar la division entera (n div b) u otra aproximacion.

Sin embargo, para simplificar, cuando busquemos una solucion exacta
de T trabajaremos solamente con potencias y cuando nos interese el
costo de T(n) aplicaremos el teorema de la division, segun el cual para

todo n [ O(n*) sia<b
T(n)e{O®(n“logn) sia=hb"
®(n"%*?)  sia>Db"
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Resolucion de ecuaciones en recurrencia

Resolver este tipo de ecuaciones consiste en encontrar una expresion
no recursiva de T, y por lo general no es una labor sencilla.

Veremos a continuacion como se pueden resolver algunos tipos
concretos de ecuaciones en recurrencia, que son las que se dan con
mas frecuencia al estudiar el tiempo de ejecucion de los algoritmos
desarrollados segun las diferentes técnicas.

Veremos inicialmente las recurrencias homogeneas.
Estas son de la forma:

aT(N+aT(h-D)+aT(h-2)+..+aT(n-k)=0

donde los coeficientes a; son nimeros reales, y k es un nimero natural
entre 1y n.

Para resolverlas, debemos buscar soluciones que sean combinaciones
de funciones exponenciales de la forma:

k
T(n)=c,p,(Nr" +c,p,(Nr,' +...+¢, p, (Mr, = Zci p, (N)r."
=1
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Recurrencias homogéneas, I

donde los valores ¢, C,, ..., C, Y I, I5, ..., I, SON nUmeros reales, y
p1(n),..., P(n) son polinomios en n con coeficientes reales.

Para resolverlas, se realiza el cambio x" = T(n), con lo cual se obtiene
la ecuacion caracteristica asociada:

a X +axt+ax*+..+a =0

Llamaremos ry, 1, ..., I, @ SUS raices, ya sean reales o complejas.

Dependiendo del orden de multiplicidad de tales raices, pueden darse
los siguientes casos.

Raices distintas

Si todas las raices de la ecuacion caracteristica son distintas, r; # r; si
I#], entonces la solucion de la ecuacion en recurrencia vicﬁne dada por

la siguiente expresion
J P T(N) =" +C,1 +..4+C L =D CI
i=1
donde los coeficientes c; se determinan a partir de las condiciones
iniciales.
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Recurrencias homogéneas, 11

Raices con multiplicidad mayor que 1

Supongamos que alguna de las raices (por ejemplo r;) tiene
multiplicidad m > 1. Entonces la ecuacion caracteristica puede

escribirse en la forma
(X=1)"(X=1)..(X=1_.1)

en cuyo caso la solucion de la ecuacion en recurrencia viene dada por

la expresion: m ‘
T(n)= Z:Cinl_lﬁn + Z Gl
i=1

I=m+1
donde los coeficientes c, se determinan a partir de las condiciones
iniciales.
De hecho, este caso a menudo se generaliza de la siguiente forma.

Sir, r, ..., I, son las raices de la ecuacion caracteristica de una
ecuacion en recurrencia homogenea, cada una de multiplicidad mi es
decir, si la ecuacion caracteristica puede expresarse como:

(X—1)™ (X~ 1,)™ .. (X~ )™ =0
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Recurrencias homogéneas, 111

entonces la solucion a la ecuacion en recurrencia viene dada por la
siguiente expresion:

my _ m, _ M .
T(n) = Z(:lin"lrln + ZCZin"er” N chin"lrk”
i=1 i=1 i=1
Ejemplos:
T(N)=T(h-D)+T(n-2), n>2

T(n)=5T(n-1)-8T(n—-2)+4T(n—-2), n>2
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Recurrencias no homogéneas, I

Consideremos una ecuacion de la forma:
a,T(nN)+aT(nh-1)+..+aT(n-k)=b"p(n)

donde los coeficientes a, y b son numeros reales, y p(n) es un
polinomio en n de grado d.

Una primera idea para resolver la ecuacion, es manipularla para
convertirla en homogénea, veremos mas adelante un ejemplo practico.

Realizar los cambios, es a menudo tedioso.

Afortunadamente, para este tipo de ecuaciones también existe una
formula general para resolverlas, buscando sus soluciones entre las
funciones que son combinaciones lineales de exponenciales.

En este caso, se demuestra que la ecuacion caracteristica es de la

forma:
(@, X +a Xt +a,x ? +...+a, )(x—b)** =0

lo que permite resolver el problema de forma similar a los casos
anteriores.
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Recurrencias no homogéneas, 11

Generalizando este proceso, supongamos ahora una ecuacion de la
forma: o T()+aT(N—1) +...+a,T(n—k) =b"p,(n) +...+b"p, (n)

donde los coeficientes a; y b; son numeros reales y p;(n) son polinomios
en n de grado d,.

En este caso también existe una forma general de la solucion, en
donde se demuestra que la ecuacion caracteristica es:

(a X +a X +..+a)(x—b)*"*(x=b,)%"..(x=b,)"" =0
Ejemplos
*T(n) — 2T(n-1) = 3", para n > 2, con las condiciones iniciales T(0)=0 y
T(1)=1.

*T(N)=2T(n-1) + n
*T(n) =2T(n-1) + n+ 2", n > 1, con la condicion inicial T(0) = 1.
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Cambio de variable

Esta técnica se aplica cuando n es potencia de un numero real a, es
decir, n = ak.
Sea la ecuacion T(n) = 4T(n/2) + n, (a = 2)donde n es una potencia de
2(n>3), T()=1y T(2)=6.
Sin = 2% la ecuacion se puede escribir como: T(2K) = 4T(2k1) + 2k,
Si se realiza el cambio de variable t, = T(2¥), se obtiene la ecuacion:
t, = 4t + 2K

Recordemos que corresponde a una de las ecuaciones estudiadas en
los ejercicios, cuya solucion esta dada por la expresion

t = C1(24)? + ¢, 2%
Deshaciendo el cambio que realizamos al inicio, se obtiene lo siguiente

T(n) = c.n? +c,n
Si calculamos las constantes a partir de las condiciones iniciales.

T(n) =2n2 —n € O(n?)
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Recurrencias no lineales, 1

En este caso, la ecuacion que relaciona T(n) con el resto de los
términos no es lineal.

Para resolverla, se intenta convertirla en una ecuacion lineal como las
gue se han solucionado en los ejercicios.

A continuacion se tiene un ejemplo, sea la ecuacion T(n) = nT?(n/2)
para n potencia de, n > 1, con la condicion inicial T(1)=1/3.

Consideremos t, = T(2X), la ecuacién quedaria como

t, = T(2%) = 2KT2(2K1) = 2kt; ,
gue no corresponde a ninguno de los tipos resueltos anteriormente.
Necesitamos hacer un cambio mas para transformar la ecuacion.

Si aplicamos logaritmos a ambos lados y con el cambio u, = log t,, se
obtiene

u,—2u,, =K
Ecuacion en recurrencia no homogénea cuya ecuacion caracteristica
asociada es
U, =c;2K+ c, + cgk
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Recurrencias no lineales, 11

Primero es necesario deshacer los cambios hechos, Primero u, = log t
k k
t, = 2012" +Cp+Cgk
y después t, = T(2Y),
T (n) _ 2c1n+cz+% logn

Para calcular las constantes, es necesario tener las condiciones
iniciales.

Como solo contamos con una, y tenemos tres incognitas, podemos
usar la ecuacion en recurrencia original para obtener las restantes:

T2 =2T°)=2/9

T(4)=4T°(2)=16/81
Con esto, llegamos a que ¢, =log(4/3) =2 —-1log 3, c, =-2, c3 = -1y por
lo tanto: p2r

4n3"

T(n)=
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Recurrencia con historia, I

Se trata de una recurrencia, en cuyo caso recursivo aparece la suma
de todos los valores anteriores T(1), T(2), ..., T(n-1) de la misma
funcion.

Eliminaremos primero esa dependencia, buscando una recurrencia
equivalente en cuyo caso recursivo solamente aparezca el valor
Inmediatamente anterior a T(n-1).

Ejemplo ilustrativo. Hallar la solucion exacta de la recurrencia:
( 1 n=1

T(n):<niT(i)+n2 N> 2

\_ |:1

Para esto, restamos T(n-1) de T(n) como sigue. Paran >3

T(n)-T(n-1)= iT(i) +n’ —(ET(i) +(n —1)2J
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Recurrencia con historia, 11
T(n)—T(n—l):iT(i)+T(n—1)+n2—r_]Z_Z:T(i)—(nZ—Zn +1)

=T(n-1)+2n-1

Despejando T(k) de la igualdad anterior, tenemos para n > 3,
T(n) = 2T(n-1)+2n-1
Sin = 2, la definicion original de la recurrencia T(n) da

T(2)ziT(i)+22:T(1)+4:1+4:5

y también
2T(n-1) +2n-1=2T(1)+22-1=2+4-1=5
por lo que la férmula anterior vale para todo n > 2. Asi la recurrencia

equivalente es
1 n=1
T(n)=
2T(n=1)+2n-1 n=>2

(C) A. Sanchez L. 2017



